
数学 II　基礎講義 L01 入門

第 136 講 定積分と面積

学習目標

• 曲線と𝑥軸で囲まれる面積を、関数の符号を確認して定積分で求められる。
• 符号付きの定積分と、実際の図形の面積の違いを説明できる。
• 区間内で符号が変わる場合に、零点で区切って面積を求められる。

定積分で表す面積

𝑎, 𝑏を実数とし、𝑎 < 𝑏とする。この講では、多項式関数𝑓(𝑥)について、閉区間𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏で曲線

𝑦 = 𝑓(𝑥)、𝑥軸、必要に応じて垂直境界𝑥 = 𝑎、𝑥 = 𝑏によって囲まれる領域の面積を考える。

関数が区間全体で𝑥軸の上側にある場合、つまり𝑓(𝑥) ≥ 0なら、その領域の面積𝑆は

𝑆 = ∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

で表される。

反対に、関数が区間全体で𝑥軸の下側にある場合、つまり𝑓(𝑥) ≤ 0なら、面積は

𝑆 = − ∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

で表される。

ただし、𝑓(𝑥) = 0が区間全体で成り立つ場合は、曲線と𝑥軸の間の高さがすべて0であるため、面

積は0である。面積は常に非負であり、定積分の値が負または0になる場合でも、図形としての面

積は0以上の値として扱う。

なぜ定積分が面積になるのか

ここでは𝑓(𝑥) ≥ 0を仮定し、曲線𝑦 = 𝑓(𝑥)、𝑥軸、𝑥 = 𝑎、𝑥 = 𝑏で囲まれる上側の領域の面積を考え

る。

𝑎から𝑥までの面積をためた関数を𝐴(𝑥)とする。このとき、出発点ではまだ面積がないので、

𝐴(𝑎) = 0

である。

𝑥から小さい幅ℎだけ右へ進んだとき、増える細い部分の面積は、横幅がℎ、高さがおよそ𝑓(𝑥)である

ため、

𝐴(𝑥 + ℎ) − 𝐴(𝑥) ≈ 𝑓(𝑥)ℎ

と考えられる。

幅ℎを限りなく小さくすると、面積の増加の割合は高さ𝑓(𝑥)に近づく。そのため、

𝐴′(𝑥) = 𝑓(𝑥)

となる。

第 135 講では、𝐴′ = 𝑓かつ𝐴(𝑎) = 0を満たす関数が

∫
𝑥

𝑎
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡
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で表されることを学んだ。したがって、𝑥 = 𝑏までためた面積は

𝑆 = 𝐴(𝑏) = ∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

となる。

一方、曲線が𝑥軸の下側にある場合は、高さを−𝑓(𝑥)と考えると上側の面積と同じ考え方が使える。

そのため、

𝑆 = ∫
𝑏

𝑎
(−𝑓(𝑥)) 𝑑𝑥 = − ∫

𝑏

𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

となる。

面積を求める判断手順

面積を求めるときは、まず関数の符号を確認する。

1. 区間全体で𝑓(𝑥) = 0なら、曲線は𝑥軸上にあり、面積は𝑆 = 0である。
2. それ以外の多項式では、区間内の零点𝑓(𝑥) = 0を求める。
3. 零点で区間を分け、それぞれの区間で符号を確認する。符号は、因数分解した形や零点の位置

から判断する。
4. 𝑥軸の下側にある部分は符号を反転し、それぞれの面積を足し合わせる。

零点があるから必ず符号が変化するとは限らない。グラフが𝑥軸に接するだけの零点では、前後

で符号が変わらない場合がある。そのため、零点の個数だけでなく、各区間の符号を確認する必

要がある。

符号付き定積分との違い

𝑎 < 𝑏の区間で、曲線と𝑥軸で囲まれる部分を考える。

定積分

∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

は、上側の面積を正、下側の面積を負として考えた値である。つまり、

符号付き定積分＝上側の面積−下側の面積

となる。

一方、図形として求める総面積は、上側と下側をどちらも非負の量として足したものである。

総面積＝上側の面積＋下側の面積

である。

そのため、区間内で符号が変化する場合には、

| ∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 |

と最後に絶対値を取るだけでは、一般に総面積を求めることはできない。符号が変化する位置で

区間を分け、それぞれの面積を求めて足す必要がある。
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例題 1

𝑦 = 𝑥2、𝑥 = 0、𝑥 = 2、𝑥軸で囲まれる部分の面積を求めなさい。

例題 1 の解答・解説

区間は0 ≤ 𝑥 ≤ 2である。

区間0 ≤ 𝑥 ≤ 2では𝑥2 ≥ 0であり、𝑥 = 0では𝑥軸上にあり、0 < 𝑥 ≤ 2では𝑥軸の上側にある。した

がって、区間全体で𝑓(𝑥) = 𝑥2は𝑥軸以上であり、面積はそのまま定積分で求められる。

𝑆 = ∫
2

0
𝑥2 𝑑𝑥

原始関数は𝑥3

3 であるから、

𝑆 = [𝑥3

3
]

2

0

= 23

3
− 03

3

= 8
3

したがって、求める面積は8
3である。

この問題では、関数が区間全体で𝑥軸以上にあるため、符号を変える必要がなく、定積分の値がその

まま面積になる。
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図 1 0 ≤ 𝑥 ≤ 2 における 𝑦 = 𝑥2 と 𝑥 軸の間の領域を示す。

例題 2

𝑦 = 𝑥2 − 1と𝑥軸で囲まれる部分の面積を求めなさい。

例題 2 の解答・解説

まず𝑥軸との交点を求める。

𝑥2 − 1 = 0
より、

𝑥 = −1,  1
である。

区間−1 ≤ 𝑥 ≤ 1では、𝑥2 ≤ 1であるため、

𝑥2 − 1 ≤ 0
が成り立つ。さらに、区間の内部では𝑥2 < 1なので𝑥2 − 1 < 0となり、端点𝑥 = −1, 1では𝑥2 − 1 = 0
である。したがって、この区間全体でグラフは𝑥軸以下にあり、内部では下側にあると分かる。1 点

𝑥 = 0の値だけから全区間の符号を決めるのではなく、区間全体の範囲から符号を確認する必要があ

る。
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そのため定積分の値は負になるが、面積は正の値で求める必要がある。したがって符号を反転する。

𝑆 = − ∫
1

−1
(𝑥2 − 1) 𝑑𝑥

計算すると、

𝑆 = −[𝑥3

3
− 𝑥]

1

−1

= −((1
3

− 1) − (−1
3

+ 1))

= −(−4
3
)

= 4
3

したがって、面積は4
3である。

ここで重要なのは、定積分の結果が負になること自体は間違いではないという点である。定積分は

符号付きの量であり、面積を求める場合には図形の上下関係に合わせて符号を調整する。

図 2 −1 ≤ 𝑥 ≤ 1 における 𝑦 = 𝑥2 − 1 と 𝑥 軸の間の領域を示す。

例題 3

𝑦 = 𝑥、𝑥 = −1、𝑥 = 2、𝑥軸で囲まれる部分の面積を求めなさい。また、同じ区間での定積分の

値と比較しなさい。

例題 3 の解答・解説

直線𝑦 = 𝑥は𝑥 = 0で𝑥軸と交わる。
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したがって、区間を

[−1, 0], [0, 2]

に分けて考える。

−1 ≤ 𝑥 ≤ 0では𝑥 ≤ 0なのでグラフは𝑥軸の下側にあり、面積は

− ∫
0

−1
𝑥 𝑑𝑥

である。

0 ≤ 𝑥 ≤ 2では𝑥 ≥ 0なのでグラフは𝑥軸の上側にあり、面積は

∫
2

0
𝑥 𝑑𝑥

である。

したがって、全体の面積は

𝑆 = −[𝑥2

2
]

0

−1

+ [𝑥2

2
]

2

0

= 1
2

+ 2

= 5
2

となる。

一方、符号付きの定積分は

∫
2

−1
𝑥 𝑑𝑥 = [𝑥2

2
]

2

−1

= 2 − 1
2

= 3
2

である。

面積は5
2、定積分は3

2となり一致しない。

最後に絶対値を取って

| ∫
2

−1
𝑥 𝑑𝑥 | = 3

2

としても、下側の三角形の面積が上側の面積と打ち消された後の値であるため、総面積にはならな

い。

面積を求めるときは、符号が変化する場所で区切り、それぞれの面積を足すことが必要である。
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図 3 𝑦 = 𝑥 と 𝑥 軸の間で、−1 ≤ 𝑥 ≤ 0 を斜線、0 ≤ 𝑥 ≤ 2 を淡い塗りで示す。

練習問題 1

関数𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 1について、区間0 ≤ 𝑥 ≤ 2で曲線𝑦 = 𝑓(𝑥)、𝑥軸、𝑥 = 0、𝑥 = 2で囲まれる面積

を求めなさい。

練習問題 2

関数𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 4について、曲線𝑦 = 𝑓(𝑥)と𝑥軸で囲まれる部分の面積を求めなさい。

練習問題 3

関数𝑓(𝑥) = 𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)について、区間0 ≤ 𝑥 ≤ 2で曲線𝑦 = 𝑓(𝑥)、𝑥軸、𝑥 = 0、𝑥 = 2で囲ま

れる部分の面積を求めなさい。

練習問題 4

関数𝑓(𝑥) = 𝑥2(𝑥 − 1)について、区間0 ≤ 𝑥 ≤ 1で曲線𝑦 = 𝑓(𝑥)と𝑥軸で囲まれる部分の面積を求め

なさい。
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練習問題 5

関数𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 𝑥について、区間−1 ≤ 𝑥 ≤ 1で曲線𝑦 = 𝑓(𝑥)、𝑥軸、𝑥 = −1、𝑥 = 1で囲まれる部

分の面積を求めなさい。

練習問題 6

関数𝑓(𝑥) = 𝑥2(𝑥 − 1)2について、区間0 ≤ 𝑥 ≤ 1で曲線𝑦 = 𝑓(𝑥)と𝑥軸で囲まれる部分の面積を求

めなさい。

練習問題 7

関数𝑓(𝑥) = 𝑥について、区間−2 ≤ 𝑥 ≤ 2で符号付きの定積分と図形としての面積をそれぞれ求

め、違いを説明しなさい。

練習問題 8

関数𝑓(𝑥) = 0について、区間−3 ≤ 𝑥 ≤ 4で曲線𝑦 = 𝑓(𝑥)、𝑥軸、垂直境界𝑥 = −3、𝑥 = 4で囲まれ

る部分の面積を求めなさい。

練習問題 1 の解答・解説

区間0 ≤ 𝑥 ≤ 2で𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 1の符号を調べる。

𝑥2 ≥ 0より、常に𝑥2 + 1 > 0であるため、曲線は区間全体で𝑥軸の上側にある。

したがって、面積は

𝑆 = ∫
2

0
(𝑥2 + 1) 𝑑𝑥

で求められる。

原始関数は𝑥3

3 + 𝑥である。

𝑆 = [𝑥3

3
+ 𝑥]

2

0

= (8
3

+ 2) − 0

= 14
3

したがって、面積は14
3 である。
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練習問題 2 の解答・解説

𝑥軸との交点を求める。

𝑥2 − 4 = 0
より、

𝑥 = −2,  2
である。

また、

𝑓(𝑥) = (𝑥 − 2)(𝑥 + 2)

と因数分解できる。

区間−2 < 𝑥 < 2では、例えば𝑥 = 0を代入すると負になる。しかし、これは 1 点だけで判断したので

はなく、零点が−2, 2以外に存在せず、二次関数の符号が零点の間で一定であることから、この区間

全体で下側にあると分かる。

したがって、

𝑆 = − ∫
2

−2
(𝑥2 − 4) 𝑑𝑥

である。

𝑆 = −[𝑥3

3
− 4𝑥]

2

−2

= −((8
3

− 8) − (−8
3

+ 8))

= 32
3

したがって、面積は32
3 である。

練習問題 3 の解答・解説

関数を因数分解した形で確認する。

𝑓(𝑥) = 𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)

より、零点は𝑥 = 0, 1, 2である。

区間0 < 𝑥 < 1では、𝑥 > 0、𝑥 − 1 < 0、𝑥 − 2 < 0なので𝑓(𝑥) > 0である。

区間1 < 𝑥 < 2では、𝑥 > 0、𝑥 − 1 > 0、𝑥 − 2 < 0なので𝑓(𝑥) < 0である。

したがって、面積は 2 つの区間に分けて考える。

𝑆 = ∫
1

0
𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 − 2) 𝑑𝑥 − ∫

2

1
𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 − 2) 𝑑𝑥

展開すると、

𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 3𝑥2 + 2𝑥

であり、原始関数を

𝑃(𝑥) = 𝑥4

4
− 𝑥3 + 𝑥2
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とおく。

左側の定積分は、

∫
1

0
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = [𝑃(𝑥)]10

= 𝑃(1) − 𝑃(0)

= (1
4

− 1 + 1) − 0

= 1
4

である。

右側の定積分は、

∫
2

1
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = [𝑃(𝑥)]21

= 𝑃(2) − 𝑃(1)

= (4 − 8 + 4) − 1
4

= −1
4

となる。右側は𝑥軸の下側にあるため、面積では符号を反転する。

したがって、

𝑆 = 1
4

− (−1
4
)

= 1
2

である。
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練習問題 4 の解答・解説

因数分解された形から零点を確認する。

𝑓(𝑥) = 𝑥2(𝑥 − 1)

より、零点は𝑥 = 0, 1である。

𝑥 = 0は二重の零点であり、接しているだけである。したがって、ここで符号は変化しない。

区間0 < 𝑥 < 1では𝑥2 > 0、𝑥 − 1 < 0なので、

𝑓(𝑥) < 0

である。

したがって、

𝑆 = − ∫
1

0
𝑥2(𝑥 − 1) 𝑑𝑥

となる。

展開すると、

𝑥2(𝑥 − 1) = 𝑥3 − 𝑥2

である。

𝑆 = −[𝑥4

4
− 𝑥3

3
]

1

0

= −(1
4

− 1
3
)

= 1
12

したがって、面積は 1
12である。

零点があるだけで符号が必ず変化すると考えてはいけない。接する零点では区間ごとの符号確認が

必要である。

練習問題 5 の解答・解説

因数分解すると、

𝑓(𝑥) = 𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)

である。

零点は𝑥 = −1, 0, 1である。

−1 < 𝑥 < 0では、𝑥 < 0、𝑥 − 1 < 0、𝑥 + 1 > 0なので𝑓(𝑥) > 0である。

0 < 𝑥 < 1では、𝑥 > 0、𝑥 − 1 < 0、𝑥 + 1 > 0なので𝑓(𝑥) < 0である。

したがって、

𝑆 = ∫
0

−1
(𝑥3 − 𝑥) 𝑑𝑥 − ∫

1

0
(𝑥3 − 𝑥) 𝑑𝑥

である。
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原始関数を

𝑃(𝑥) = 𝑥4

4
− 𝑥2

2
とおく。

まず左側の定積分を求める。

∫
0

−1
(𝑥3 − 𝑥) 𝑑𝑥 = [𝑃(𝑥)]0−1

= 𝑃(0) − 𝑃(−1)

= 0 − (1
4

− 1
2
)

= 1
4

次に右側の定積分を求める。

∫
1

0
(𝑥3 − 𝑥) 𝑑𝑥 = [𝑃(𝑥)]10

= 𝑃(1) − 𝑃(0)

= (1
4

− 1
2
) − 0

= −1
4

ここで、

𝑃(−1) = 𝑃(1) = −1
4
, 𝑃 (0) = 0

であるため、左右の定積分の大きさが等しく、面積は

𝑆 = 1
4

− (−1
4
)

= 1
2

となる。

一方、符号付きの定積分は、

∫
1

−1
(𝑥3 − 𝑥) 𝑑𝑥 = [𝑃(𝑥)]1−1

= 𝑃(1) − 𝑃(−1)

= 0
である。

したがって、面積は1
2、符号付きの定積分は0となる。

©ミライコーチング 12



数学 II　基礎講義 L01 入門

練習問題 6 の解答・解説

関数は

𝑓(𝑥) = 𝑥2(𝑥 − 1)2

である。

平方の積なので、

𝑥2(𝑥 − 1)2 ≥ 0

が常に成り立つ。

したがって、曲線は区間全体で𝑥軸の上側または接している。面積はそのまま積分できる。

𝑆 = ∫
1

0
𝑥2(𝑥 − 1)2 𝑑𝑥

展開すると、

𝑥2(𝑥 − 1)2 = 𝑥4 − 2𝑥3 + 𝑥2

である。

𝑆 = [𝑥5

5
− 𝑥4

2
+ 𝑥3

3
]

1

0

= 1
5

− 1
2

+ 1
3

= 1
30

したがって、面積は 1
30である。

零点𝑥 = 0, 1は存在するが、どちらも接する零点であり符号は変化しない。
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練習問題 7 の解答・解説

直線𝑦 = 𝑥は𝑥 = 0で𝑥軸と交わる。

区間を[−2, 0]と[0, 2]に分ける。

左側では下側、右側では上側になるため、

𝑆 = − ∫
0

−2
𝑥 𝑑𝑥 + ∫

2

0
𝑥 𝑑𝑥

である。

𝑆 = −[𝑥2

2
]

0

−2

+ [𝑥2

2
]

2

0

= 2 + 2
= 4

一方、符号付きの定積分は、

∫
2

−2
𝑥 𝑑𝑥 = [𝑥2

2
]

2

−2

= 0
である。

最後に絶対値を取っても| 0 | = 0であり、面積4にはならない。符号が変わる区間では、積分後に絶

対値を取るのではなく、区間を分けて面積を足す必要がある。

練習問題 8 の解答・解説

関数は

𝑓(𝑥) = 0

である。

曲線𝑦 = 0は𝑥軸そのものであり、上下方向の高さがどの場所でも 0 である。

したがって、

𝑆 = ∫
4

−3
0 𝑑𝑥

である。

𝑆 = [0]4−3

= 0
したがって、面積は0である。

今回のように全区間で曲線と𝑥軸の間の高さが0なら、面積は0である。
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